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摘 要 : 提出解弱奇性第二类积分方程 的保奇性 eP otr
v 一

alG
e

ikr
n

方法
,

给出 了数值解的误差估计
,

证明其

具有最佳收敛阶
.

同时证明了保奇性迭代 eP t

~ 翻 ler k in 方法的超收敛性
.
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弱奇性 F er dhol m 积分方程在数学物理研究中

占有重要地位
.

近 10 多年来已有一系列工作研

究这类方程的数值解法
.

现有的数值解法大多利

用不带奇性的函数
,

例如分片多项式或样条函

数
,

来逼近方程的解
.

与此同时
,

不少学者研究

了方程的解的正则性
.

对于某些核
,

积分方程解

的奇异展开 已获得 t `
,

“ 〕
.

据此可知核的奇异性使

得弱奇性 F re dho lm 积分方程解的导数通常都具有

奇性
.

由此出现了一些针对解的奇异性构造特定

剖分上的分片多项式作为逼近 函数的算法
.

然

而
,

所有这些工作都依赖于对分片多项式的节点

的适当选取
.

另一方面
,

积分方程解的奇异性使

得近似解收敛阶不高
.

文 〔3 ] 另辟蹊径
,

提出

了一种保奇性的 alG
e kr in 方法

.

这种方法在试探

函数空间引进某些带有奇性的函数
,

有利于保持

真解的奇性所反映的物理特性
,

并且近似解具有

最佳收敛阶
.

本文将利用文 「3〕 的保奇性思想
,

提出保

奇性 eP otr
v 一

G al e

ikr
n
方法并证明其具有最佳收敛

阶 ; 提出保奇性迭代 etP vor
一

alG
e

ikr
n
方法并证明

其超收敛性
.

最后给出了全离散保奇性数值方法

和收敛性条件
.

1 保奇性 eP t or v 一 G al e kr in 方法

设 x 是 B朋ac h 空间
,

其范数为 }l
·

}l
,

x
`

是 x 的对偶空间
,

K : X ~ x 是紧线性算子
.

考

虑如下第 2 类 Fer dho lm 积分方程
:
求

x 任 X 使得
% 一

坛
=

f
,

f 任 X ( l)

为确保方程 ( l) 的解唯一
,

假定 K 的特征值不

为 1
.

假设方程 ( l) 的解具有奇性分解 〔`
,

2 〕
, 、 =

叨 + u ,
w 〔 w

, u 任 u
,

其中 w c x 是包含弱奇

性函数的有限维子空间
,

这个子空间的选择依赖

于方程 ( 1) 的精确解的奇性分解 ; u c x 是具

有一定光滑性的函数所形成的子空间
.

二 称为解
x
的奇性部分

, u
称为光滑部分

.

设 酥
`

是 u 的有限维线性子空间
,

s 和 Vn 都

是 X
关

的子空间
,

d i m ( W )
= d i。 ( S )

,

d im ( nU )
= id m ( Vn )

.

求解方程 ( l) 的保奇性 eP t
vor

-

alG ekr in 方法是
:
求

、 。

任 Xn
: = W ① nU

,

使得

<
: 。 一

瓜
。 ,

少
。

>
=

<f
,

,
。

>
,

V y
。

〔 nY : = s ① Vn (2 )

假设如下条件 ( H ) 成立
:

对任意
、 〔 x

,

y 任 X
` ,

存在
u 。

任 认
,

几

任 玖
,

使当
n
~ co 时

}}
、 。

一 }} ~ o
,

}}少
。 一 少 {} ~ 0

.

利用文 「4」引人的广义最佳逼近和正则对

的概念
:
设

x 〔 x
,

若存在
x 。

e 瓜
,

使

<
x 一 x 。 ,

少>
= o

,

V y 任 玖 ( 3 )

成立
,

则称
二 。

为 Xn 到
二
的关于 nY 的广义最佳逼

近
.

若记 尸庐 = : 。 ,

则线性算子 尸
。 : x ~ Xn 为

广义最佳逼近算子
,

如果存在线性算子 nII
:
Xn

~ 玖
,

满足 HXnn
二 nY 以及

:

① }}川 1 毛 c l

<
: ,

H产 )
,

V 二 任 Xn ;

② }} n xn }} 感 c :
}} xl }

,

V 、 任 Xn

其中
,

c , ,

c Z
是不依赖于

n
的正常数

,

则称 {Xn
,

nY }为子空间正则对
.
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在一维情形
,

若 戈
,

和 nY 都为分片多项式空

间
,

则 { x
。 ,

玖 }为正则对
.

二维情况
,

若 Xn 为

分片一次多项式空间和 玖 为分片 0 次多项式空

间时为正则对 (见文 「4
,

5」)
.

文 「4 ] 指出
,

若 玖 自 x 告
= {侧

,

那么由 ( 3) 式定义的广义最

佳逼近存在且唯一
,

并且广义最佳逼近算子 尸
。 :

x
一

, 戈
`

是投影算子
,

即 代
二

nP
.

由于子空间戈

含有方程 ( l) 的奇性部分
,

故由方程 ( 3 ) 所定

义的广义最佳逼近称为保奇性广义最佳逼近
.

命题 假设 YI
`

n x 告
=

}0 }
,

那么
,

对任意
、 任 X

,

存在 叨 〔 W
,

使 尸
。

( 二 一 w ) 〔 鱿
` .

证明 由假设知 尸
r: : x ~ X

。

是投影算子
.

对任意
%

c J
,

尸声 任 Xn
= W ① nU

,

故存在 w

任 W
, u 。

任 nU
,

使 尸llx 二 二 + u 。 .

因而 P,z (
; -

w )
= 尸庐 一 w 二 u。 任 nU

.

引理 1 假设条件 ( )H 成立
,

且 nY 门 x告
=

}剑
,

以及 } nU
,

V,l }是正则对
,

那么保奇性广

义最佳逼近算子 尸
,` : x ~ Xn 满足

l( 十
)C

得证 ( 1)
.

对于

原理直接得出
.

佳逼近算子
,

即

= W 十 U

!】无
-

( 2 )
,

现证

}! C庐

有

u 。

}! ~ 0 (
n
~ co )

由结果 ( 1) 及一致有界

( 3 )
.

设 `
。 : x ~ Xn 是最

i n f
价任戈

沪 一 x

C,xl
一 %

日毛 ,

域
`

11
? 十 必 - 功

一 =lI
洲 日必一 11

}}尸萨
一 :

}1 感

}}尸声
一 叹川 } 十 }1` xn 一 }1毛

( ` + }} ”
·

}} ) ,

戮 }}价一 }}

利用保奇性最佳逼近投影算子 凡
,

方程

可写为下面等价的算子形式
:

%
日而)对因(2

尸 llx 一 1! ~ 0(
n
一 ao )

n
充分大时

,

}}尸
。

1} (

P,,
% 一 x

!} 、 C in f }}
u

必̀ lrtJ

,

V % 任 X ;

C ;

一

必 }I
,

V x =

叨 + u 任 X
,
w 任 W

, u 任 U
,

这里 C 是与
n
无关的正常数

.

证明 首先证明 ( l )
.

据命题 1
,

对任意
x

〔 x
,

存在 叨 任 W
,

使 尸
。

(
二 一 功 ) 任 队

` ,

故

<尸
。

(
二 一 切 )

一
(
二 一 叨 )

,

叭>
=

<尸
,

声 一 : , 。 。

>
= o

,

V : 。

〔 玖

记 无 = 二 一 功 〔 x
,

由条件 ( H ) 知
,

存在
u 。

任

nU
,

使 日u,
` 一 无 }}

一
, 0

,

(
n
一 0o )

,

从而有

<尸涵
一 。 。

+ 。 。 一 无
, 。 I`

>
== o

,

V 。 。

任 玖

由于 尸涵 一 铸
;

任 队
` ,

故可取 热
` 二 11

。

(尸藕
-

ul
`

)
,

于是上式化为

<尸涵
一 、 。 ,

几
;

( 尸蕊
一 。 。

)> 二

<无
一 u ,` ,

H
。

( 尸涵
一 u 。

) >

利用 {鱿
` ,

U
`

} 的正则对性质和上式
,

有

C ,

11尸派
一 : ` 。

}
2 共

<尸
,

声 一 。 ,。 ,

H
,`

( IP声
一 。 。

) > 毛

c Z

}}*
一 。 。

{! {}只乒
一 。 。

}}

因而 }}尸涵
一 u 。

}} 蕊 c }}无
一 u 。

!{

于是

!}尸xn 一 二

}}
=

}{ P, 娜
一 无 日毛

}}尸涵
一 u 。

}}
+

}}￡
一 lu川 簇

: 。 一 尸
月

天尤
。
二 尸子 ( 4 )

为方便起见
,

将文 汇6 〕 中的著名定理叙述

如下
:

定理 11
6 ] 设 x 是一个 B即acn h 空间

,

{戈
`

}

是 X 的有限维子空间序列
,

若 K : X ~ X 是特征

值不为 l 的紧线性算子
,

线性投影算子 尸
,` : x ~

Xn 在 x 中点态收敛到恒等算子 1
.

那么当
n
充分

大时
,

形如 (4) 的投影方程存在唯一解
二 。

任 Xn

使得

}I
* 一 二。

}} 〔 c }1
: 一 尸xn }{

这里
, x
是方程 ( l) 的唯一解

,

c > 0 是与
n
无

关的常数
.

应用引理 1及定理 1 即得本节主要定理
.

定理 2 假设引理 1 的条件成立
,

那么 当
n

充分大时
,

方程 ( 2 ) 存在唯一解
x 。

任 Xn
,

使得
x 一 x ,

川 蕊 e i n f
价e 气

u 一 笋

这里
, 二 = w + u

( w 〔 W
, u 任 U ) 是方程 (一)

的唯一解
,

C > 0 是与
n
无关的常数

.

2 保奇性迭代 eP tor v 一

G al e kr in 方法

设 xl
:

〔 Xn 是方程 ( 4) 的唯一解
,

定义

可
二

f + 瓜
。

( 5 )

称 xn’ 为迭代投影逼 近
.

文 仁7」指出迭代投影

逼近
x
矿满足方程

x
n’ 一

KP 庐了
二

f

文 「4 ] 讨论了 eP otr
v 一

C o l e ikr
n
方法 的迭代解的超

收敛性
.

对于保奇性 eP otr
v 一

撇
e kr in 方法的迭代

解也有类似结果
.
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引理 2 假设引理 1 的条件成立
,

那么保奇

性广义最佳逼近算子 nP 的对偶算子 `
: x

`

~

nY 点态收敛到 I
关 .

证明 由条件 (H )
,

对任意 y 任 x
` ,

存在

y 。

任 nY
,

使 日y 一 y
。

!} ~ 0(
。
~ ao )

.

另一方

面
,

<
二 ,

尸才y
。

)
二

<xnP
,

y
。

>
二

<
x ,

少n

>
,

V x 任 x

因而
,

尸厂y
。 = yn

.

于是

}}尸厂y
一

川} 鉴 }! 尸言( 少
一

yn ) 1}
十

}} 少
。 一 少 }} 毛 ( }{ p

。

}}
+ 1 ) }1少

。 一 少 }} ~ o

定理 3 假设 X 是自反的 B an ac h 空间并且引

理 1 的条件成立
,

那么当
n
~ oo 时有

}{尺只
l 一 K }} 一 。

证明 用反证法
.

假设 日天只
忍 一 K {}不收敛

到 。
,

那么存在
。 。 > o 和整数序列 {nj}

,

nj
一 , co (j

~ OQ ) 以及 {xj } c X
,

}} xj } 簇 1
,

使得

}I (nKP,
一 K ) x] 11二

。。 ,

j
= l

,

2
,

… ( 6 )

由 { xj} 的有界性及 X 的自反性知 {司有弱收敛

的子序列
,

不妨仍记为 {司
,

使得对某
劣 任 X

,

<xj
一 二 ,

必 ~ 0, j ~ OO
,

V y 任 X
`

由引理 2
,

对任意 y 任 x
’ ,

nP
’

J ~ 厂j ~ OQ )
.

因此

<尸n,(
勺 一 “

)
,

必
=

<为
一 ` ,

尸nj
`

必 ~ 0( j ~ o0)

也就是说
,

邹
一 尸n,x 弱收敛到 0

·

又因为

尸咖
一 勺 =

(邹
一

御 ) + (御
一

x) + x(
一

x)j

故邹
一 勺 弱收敛到 .0 又 因 K 是紧算子

,

州 尸xnj,
一

x,) ~ 0(j 一 OO .) 这与 (6 ) 矛盾
·

利用定理 3及文 【7」中的定理 3
.

1可得如

下定理
.

定理 4 假设 X 是自反的 Ban ac h空间并且引

理 1的条件成立
,

那么当
。
充分大时

,

迭代解 xn’

满足

(瓜 , (
￡
)

=

丁
。 、 (

S ,
! )

·
( 。 ) d :

, ` 。 D ( 7 )

这里函数 斌
: ,

动
: D x D ~ R

.

假设由 ( 7 ) 式

定义的 K 的特征值不等于 l
,

且 f 任 护 ( D )
,

那

么方程 ( l) 在 护 ( D ) 上有唯一解
,

并且由方程

( l) 定义的解有如下超收敛估计
.

定理 5 假设算子 K 由 ( 7 ) 式定义
, x =

w + u
( w 〔 W

, u 任 ` ) 任 L Z
(刀 ) 是方程 ( l ) 的

解
,

心 由 ( 5) 式定义并且引理 1 的条件成立
,

那么当
n
充分大时

,

迭代解 叮 满足

}{
二 一 二

n’1 }
: 感

C e s s

泄。衬警戈11` (
` , ·

)
一 ,

·

{]
2

·

截 日
“ 一

眺 (s)

这里
,

常数 C > O与
n
无关

.

证明 由引理 1之 ( 1 )
,

尸
。

在 L Z
( D ) 点态收

敛
.

利用定理 4
,

有

1}
; 一 :

矿 }}
: 簇

C ll KP 一 K 11
2 ,

醛 lf
u 一 势 I!

2
( 9 )

而对任意 y
。

〔 玖
,

无 一 尹涵 > = < k(
、

1之 ( 3 )
,

得

S U D

勇〔 L一 (侧 川 见 11 2 刽

有 K (￡
一 只娜)

二 <

一 尸涵

K )无 11

几(
、 , ·

)
,

.

由引理

2 簇

C e s s

碧g
i n f
气 e 长

·

)
一 少

。 ,

无

日(KP
, : -

{I k (
、 , ·

)
一 y 。

}}
:

·

* 。 、 (

毖犷
*

C e s s

碧君

i n f }}无
11: = l 、 ` xn

2 毛

i n f
探行 气

k(
、 , ·

)
一 y 。

}}
:

% 一
xn’ }} 簇 cI ! 犬尸

刀 一

引一洲 日
、 一

笋
沪七 气

这里
, x = w 十 u( w 任 W

, u 任 U ) 是方程 ( l) 的

唯一解
,

C > 0 是与
n
无关的常数

.

设 x 二 尸 ( D )
,

其范数记为 }}
·

}}
: ,

D 〔

R “
( d ) l) 为有界闭集

.

紧积分算子 K 定义如

下
:

利用上式及 ( 9) 便得估计式 ( 8)
.

3 全离散保奇性数值解法

设 x 是范数为 }I
·

}} 的 B an ac h 空间
,

H是 x

的子空间
.

假设 K : X ~ H 是紧线性算子
.

考虑

第 2 类积分方程
x 一

瓜
=

f ( 10 )

假设对任意 f 任 H (或 f 任 X )
,

方程 ( 10 ) 在 H

中 (或在 X 中 ) 唯一 可解
,

并且此解可分解为
x = 、 + u ,

w 任 W
, u 任 U

,

这里 W 和 U 都是 X

的子空间
,

W 由奇性函数组成
,

U 由光滑函数组

成
,

且 W是有限维的
.

选择 X 的子空 间序列

Xn
= W ① nU 来逼近方程 ( 10) 的解

、
其中 nU

是 U 的有限维线性子空间
.

假设

U 〔 H C X = ;

从Xn 仁 X

设 nK
: x ~ H是算子 K 的逼近算子

,

Q
。 : 万~
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Xn 是恒等算子 I 的逼近算子 那么解方程 ( 10)

的数值格式是
:
求 戈

:

〔 Xn
,

满足

( I
一

Q
,

lnK )
; 。 ==

Q
,

了 ( 1 1 )

这个逼近格式包括了一 大类数值方法
,

它不仅包

括半离散 G al e kr in 方法
、

eP t
vor

一

alG
e kr in 方法

、

配

置法和保奇性方法还包括相应的全离散方法 t“ 〕
.

现给出以下假设条件
:

( i) 算子序列 }式
: : n 二 1

,

2
,

… } 是集合紧

的
,

即如果 B c x 有界
,

那么 UnK ( B ) 相对紧
.

( 2) 序列 nK 在无上点态收敛到 K
,

即对每

个
二 任 无

,

有 }} 戈
; 一

瓜 }{ ~ o (n ~ oo )
.

( 3 ) {Q
。 : n = 1

,

2
,

… }是一致有界
,

即存在

常数 q > 0
,

对所有
n
成立 }} e

;

}1 簇 q
.

(4 ) 认 在 H 上点态收敛到 I
,

即对任给
、 任

H
,

有 }}口xn 一 二
11 ~ 0(

。 一

, oo )
.

定理 6 假设条件 ( l)
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